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Математическое моделирование процессов в агропромышленном комплексе и 

проблемы управления 
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Предложено описание математической модели водоудерживающей способности почвы с учетом 

гистерезиса в рамках фундаментальных физических представлений о строении и капиллярных 

свойствах пространства почвенных пор. На основе модели разработана компьютерная программа 

«Hysteresis». Данная программа имеет дружественный диалоговый интерфейс, а также ряд опций, 

которые позволяют разрабатывать сценарии вычислительных экспериментов, визуализировать 

опытные данные, идентифицировать параметры модели методом точечной аппроксимации 

измеренных данных с использованием оптимизирующего алгоритма и выполнять графическое 

построение ветвей петли гистерезиса водоудерживающей способности почвы (в ручном и 

автоматическом режимах). Проведены вычислительные эксперименты для проверки возможности 
идентификации параметров математической модели по данным о главных ветвях иссушения и 

увлажнения почвы и точности предсказательных расчетов сканирующих ветвей петли гистерезиса. 

При проведении экспериментов использованы литературные данные о двух песчаных почвах. 

Доказано отсутствие нежелательного «искусственного эффекта помпы». Для обеих почв 

достигнута достаточно высокая точность предсказания сканирующих ветвей петли гистерезиса. 

Практическая значимость предложенной математической модели и компьютерной программы, 

которая разработана на ее основе, заключается в обеспечении расчета прецизионных норм 

орошения сельскохозяйственных культур. Применение таких норм в ирригационном земледелии 

позволит предотвратить сток избытка влаги за пределы корнеобитаемого слоя почвы под 

действием силы тяжести и, таким образом, минимизировать потери (непроизводительный расход) 

поливной воды, удобрений, мелиорантов и средств защиты растений, а также уменьшить риск 
загрязнения грунтовых вод агрохимикатами и эвтрофикации водных объектов. 

Ключевые слова: почвы, водоудерживающая способность, петля гистерезиса, сканирующие ветви, 

нормы орошения. 
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A description of the mathematical model of the soil water-retention capacity is proposed taking into 

account hysteresis in the framework of fundamental physical concepts of the structure and capillary 

properties of the soil pore space. The computer program «Hysteresis» was developed on the basis of the 

model. This program has a friendly interactive interface, as well as a number of options that allow to 

develop scenarios for computer experiments, visualize the experimental data, identify the parameters of 

the model by the method of fit approximating the measured data with use the optimizing algorithm, 

implement the graphical presentation of the branches of the hysteresis loop of the soil water-retention 

capacity (in manual and automatic modes). Computational experiments were carried out to verify the 
possibility of identifying the parameters of the model from data on the main drying and wetting branches 

and the accuracy of the predictive calculations of the scanning branches of the hysteresis loop. For the 

experiments, literature data on two sandy soils were used. The absence of undesirable «artificial pump 



 35 

effect» was proved. For both soils, the accuracy of the prediction of the scanning branches of the 

hysteresis loop was quite high. The practical significance of the proposed mathematical model and 

computer program was to ensure the calculation of precision irrigation rates for crops. The application of 

such rates in irrigation farming will prevent the draining of the excess water beyond the root layer of the 

soil under the influence of gravity and, thus, minimize unproductive loss of irrigation water, fertilizers, 

ameliorants and plant protection products. It will also reduce the risk of groundwater contamination with 

agrochemicals and eutrophication of water objects. 

Key words: soils, water-retention capacity, hysteresis loop, scanning branches, irrigation rates. 

ВВЕДЕНИЕ 

К числу важнейших показателей, 

характеризующих гидрофизические свойства 

почвы, относится ее водоудерживающая 

способность. Данный показатель принято 

описывать в виде зависимости объемной 

влажности почвы θ  [см3·см–3] от 

капиллярного давления влаги   [см Н2O]. 

По причине явления гистерезиса кривые 

водоудерживающей способности, 

построенные по данным измерений при 

иссушении почвы, не совпадают с кривыми 

увлажнения. Прямое измерение 

водоудерживающей способности является 

трудоемким процессом. С учетом 

множественности сканирующих ветвей, 

заполняющих петлю гистерезиса 

водоудерживающей способности почвы, 

измерение данного показателя представляет 

собой практически неразрешимую проблему. 

В данной работе предложена математическая 

модель гистерезиса водоудерживающей 

способности почвы, обоснованная в рамках 

физических представлений о строении и 

капиллярных свойствах пространства 

почвенных пор. Цель работы заключается в 

верификации предложенной модели на 

опытных данных из литературных 

источников. 

В ирригационном земледелии наличие 

данных о водоудерживающей способности 

почвы является важным условием расчета 

норм орошения. Самый простой (но 

недостаточно точный) метод такого расчета 

основан на использовании данных о главной 

ветви иссушения. Данную ветвь принято 

измерять методом пресса, последовательно 

вытесняя воду пневматическим давлением из 

предварительно влагонасыщенных 

почвенных образцов. На опытной кривой, 

получаемой таким методом, выделяют ряд 

особых точек, разделяющих интервалы 

качественно различных состояний 

влаги (Крылова, Терлеев, 2008). Значения θ, 

отвечающие данным точкам, называют 

почвенно-гидрологическими константами. К 

числу таких констант относят полную 

влагоемкость (ПВ), наименьшую 

влагоемкость (НВ), влажность разрыва 

капилляров (ВРК), влажность устойчивого 

завядания (ВЗ) и максимальную 

гигроскопичность (МГ). В ирригационном 

земледелии нормы орошения нередко 

вычисляют по разности НВ–ВРК или по 

разности между НВ и предполивной 

объемной влажностью почвы. При таком 

подходе совершенно очевидна 

методологическая ошибка. Действительно, 

НВ и ВРК определяют по главной ветви 

иссушения, однако при поливе смена 

состояний влаги в почве описывается не 

ветвью иссушения, а ветвью увлажнения. 

Поэтому использование ветви иссушения 

для расчета норм орошения приводит к 

существенным погрешностям результатов 

расчета. Далее предложено объяснение 

причины возникновения указанных 

погрешностей. 

Способность почв удерживать воду 

определяется не запасами влаги в них, а ее 

капиллярным давлением. Иными словами, 

если при поливе величина θ достигает 

значения, которое соответствует НВ, то это 

не означает, что влага не стекает за пределы 

корнеобитаемого слоя почвы. В 

соответствии с представлениями о природе 

водоудерживающей способности почвы, 

влага находится в почве в капиллярно-

подвешенном состоянии до тех пор, пока 

отрицательная величина ψ не превышает 

значения, которое соответствует НВ на 

главной ветви иссушения. Особенность 

гистерезиса водоудерживающей способности 

почвы состоит в том, что сканирующие 

ветви увлажнения, которые начинаются от 

определенных поворотных точек, 

располагаются ниже главной ветви 

иссушения. Таким образом, если 

предполивная влажность почвы равна ВРК, 
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то при норме НВ–ВРК почва достигает 

влажности, равной НВ, но при этом значение 

ψ оказывается выше того значения, которое 

соответствует НВ на главной ветви 

иссушения, и избыток влаги под действием 

силы тяжести стекает за пределы 

корнеобитаемого слоя (Terleev et al., 2015). 

Авторы не намерены подтверждать 

негативный характер последствий 

применения завышенных норм орошения 

(непроизводительный расход поливной 

воды, вымывание питательных веществ и 

других агрохимикатов в грунтовые воды и 

т. д.), но стремятся выявить причину 

завышения норм орошения, обозначить 

проблему и предложить пути ее решения.  

Вероятно, данная проблема может быть 

решена путем использования в расчетах 

норм орошения заранее определенной и 

измеренной ветви увлажнения. С таким 

предположением можно частично 

согласиться, если ирригационное земледелие 

ведется в защищенных от атмосферных 

осадков условиях. Если же возделывание 

сельскохозяйственных культур 

осуществляется в естественных условиях, то 

в начале выпадения осадков происходит 

переход почвенной влаги от состояний, 

описываемых, допустим, главной ветвью 

иссушения, к состояниям, описываемым 

сканирующими (в данном случае – 

первичными) ветвями увлажнения, 

начинающимися от поворотных точек, 

положения которых заранее неизвестны 

(вероятный характер метеопрогноза). 

Окончание выпадения осадков приводит к 

переходу на сканирующие (в данном случае 

– вторичные) ветви иссушения от 

поворотных точек, положения которых 

также заранее неизвестны. Отсюда 

становится очевидным, что для учета 

возможных сценариев атмосферного 

увлажнения почвы потребуется 

неограниченное количество измерений 

сканирующих ветвей петли гистерезиса, что 

практически неосуществимо. Таким образом, 

единственным способом получения 

необходимых данных является метод 

математического моделирования. 

ОБЪЕКТЫ И МЕТОДЫ 

В работе используются литературные 

данные о водоудерживающей способности 

двух почв легкого гранулометрического 

состава – white silica sand (Huang et al., 2005) 

и dune sand (Gillham et al., 1976). 

Концепции о распределении пор по 

размерам, а также о капиллярных явлениях в 

поровом пространстве представляются 

весьма подходящими для моделирования 

гидрофизических свойств 

почвы (D’Hollander, 1979; Гурин, Терлеев, 

2011). Развивая идеи Косуги (1994, 1996), 

для описания водоудерживающей 

способности почвы авторы используют 

соотношения: 
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где    RSR θθθθe S  [б/р] − эффективное 

влагонасыщение; sθ  [см3·см–3] − объемная 

влажность насыщения; Rθ  [см3·см–3] – 

минимальная объемная влажность почвы, 

при которой вода имеет свойства жидкости; 

aeψ  [см Н2O] – капиллярное давление входа 

воздуха (давление барботирования); 

0ψ  [см Н2O] – капиллярное давление, 

которое соответствует наиболее вероятному 

значению случайной величины − логарифма 

эффективного радиуса почвенной поры; 

σ  [б/р] − стандартное отклонение указанной 

случайной величины;  2πσ4n  [б/р]; 

      

z

dttz
0

2expπ21erfc  − 

дополнительная функция ошибок. 
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Если 0ψae  , то соотношение (1b) 

представляет собой модель Косуги (1994, 

1996). В статье (Терлеев и др., 2014) дано 

описание непрерывной аппроксимации 

соотношения (1b) в классе элементарных 

функций: 
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Аппроксимация (2) сводится к модели, 

предложенной в статьях (Brutsaert, 1966; 

Ahuja, Swartzendruber, 1972; Haverkamp et al., 

1977), но, в отличие от данной модели, 

параметры аппроксимации (2) физически 

интерпретированы. 

При моделировании гистерезиса 

гидрофизических свойств почвы авторы 

используют предположение, что функция 

дифференциальной влагоемкости почвы 

    ψθθψμ eRS ddS  в каждой точке на 

ветвях гистерезисной петли принимает 

только два значения, соответствующих 

сорбционному и десорбционному 

равновесию влаги. Поэтому для описания 

ветвей петли гистерезиса с использованием 

соотношения (2) далее применяются два 

набора параметров d,0ψ  [см H2O], 

aeψ  [см H2O] и dn  (для десорбционных 

равновесий влаги), а также w,0ψ  [см H2O], 

weψ  [см H2O] и wn  (для сорбционных 

равновесий влаги). Сканирующие 

(первичные, вторичные и т.д.) ветви 

начинаются от поворотных точек, алгоритм 

расчета которых предложен в работе (Scott 

et al., 1983). Наличие параметров aeψ  и weψ  

в формуле (2) потребовало включения в 

данный алгоритм уточняющих условий. 

Для описания ветви иссушения, 

начинающейся от i-й точки на ветви 

увлажнения, используются формулы: 
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Для описания ветви увлажнения, начинающейся от j-й точки на ветви иссушения, 

применяются формулы: 
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РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ 

На основе модели, сформулированной 

соотношениями (3a) и (3b), разработана 

компьютерная программа «Hysteresis», в 

которой осуществляется расчет ветвей 

гистерезисной петли (Терлеев и др., 2013). 

При помощи данной программы проведены 

два вычислительных эксперимента. Первый 

эксперимент был направлен на выявление 

возможного наличия у модели негативного 

«искусственного эффекта помпы», т. е. 

неограниченного дрейфа значений θ при 

осцилляции значений ψ в фиксированном 

диапазоне. Для этого был задан «сценарий» 

варьирования ψ в диапазоне от −40 см H2O 

до −120 см H2O. При этом «вход» в заданный 

диапазон   осуществлялся как с главной 

ветви иссушения (MDC), так и с главной 

ветви увлажнения (MWC). 

На рис. 1 представлены результаты 

построения петли гистерезиса при заданном 

варьировании ψ: в качестве примера при 

построении петли использованы параметры 

аппроксимации (2) (табл. 1), которые 

идентифицированы при помощи опытных 

данных о почве white silica sand, 

обозначенных точками на рис. 2. Анализ 

рис. 1 свидетельствует об отсутствии 

нежелательного «искусственного эффекта 

помпы». 

 
Рис. 1. Последовательность ветвей иссушения и увлажнения петли гистерезиса водоудерживающей 

способности почвы white silica sand при осцилляции капиллярного давления влаги в фиксированном диапазоне 

(направления главных ветвей указаны стрелками) 

Таблица 1. Параметры модели, идентифицированные по данным о главных ветвях 

петли гистерезиса водоудерживающей способности почв white silica sand и dune sand. 

 

Почва 
Параметры модели 

Rθ  S  aeψ  weψ  d,0ψ  w,0ψ  dn  wn  

white silica sand 0.0861 0.3574 -12.09 -1.797 -112.2 -41.42 3.996 2.287 

dune sand 0.0934 0.3010 -19.82 -3.594 -33.68 -19.99 3.170 3.298 
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Второй эксперимент был направлен на 

исследование физической адекватности 

модели, положенной в основу программы 

«Hysteresis». Эксперимент состоял из 

нескольких этапов: 1) идентификация 

параметров модели путем точечной 

аппроксимации данных об измерении 

главных ветвей петли гистерезиса с 

использованием оптимизирующего 

алгоритма (табл. 1); 2) предсказание 

сканирующих ветвей петли гистерезиса; 

3) оценка точности предсказания 

сканирующих ветвей (критерий − 

коэффициент линейной корреляции между 

результатами предсказания и опытными 

данными). 

На рис. 2 представлены окна 

интерфейса программы «Hysteresis», где 

точками обозначены опытные данные для 

почвы white silica sand, сплошной кривой – 

результаты точечной аппроксимации 

главных ветвей (направления указаны 

стрелками), а также приведены результаты 

предсказания наборов сканирующих ветвей: 

первичной ветви увлажнения, вторичной 

ветви иссушения и третичной ветви 

увлажнения (рис. 2a); первичной ветви 

иссушения, вторичной ветви увлажнения и 

третичной ветви иссушения (рис. 2b) петли 

гистерезиса. 

 
Рис. 2. Идентификация параметров модели путем точечной аппроксимации данных о главных ветвях 

(направления указаны стрелками) петли гистерезиса водоудерживающей способности почвы white silica sand. 

Предсказание сканирующих ветвей: a) первичной ветви увлажнения, вторичной ветви иссушения и третичной 

ветви увлажнения; b) первичной ветви иссушения, вторичной ветви увлажнения и третичной ветви иссушения. 

На рис. 3 представлены окна 

интерфейса программы «Hysteresis», где 

точками обозначены опытные данные для 

почвы dune sand, сплошной кривой – 

результаты точечной аппроксимации 

главных ветвей (направления указаны 

стрелками), а также приведены результаты 

предсказания наборов сканирующих ветвей: 

трех первичных ветвей увлажнения (рис. 3a) 

и четырех первичных ветвей иссушения 

(рис. 3b) петли гистерезиса. 

По предсказанным и измеренным 

ординатам точек (значениям θ) рассчитаны 

коэффициенты линейной корреляции 

(табл. 2). 
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Таблица 2. Точность предсказания сканирующих ветвей с использованием параметров 

модели, идентифицированных по данным о главных ветвях петли гистерезиса 

водоудерживающей способности почв white silica sand и dune sand. 

Почва 
Коэффициент линейной корреляции между результатами предсказания сканирующих 

ветвей петли гистерезиса и опытными данными 

white silica sand Рис. 2a: R = 0.9917 Рис. 2b: R = 0.9891 

dune sand Рис. 3a: R = 0.9933 Рис. 3b: R = 0.9841 

 

 

Рис. 3. Идентификация параметров модели путем точечной аппроксимации данных о главных ветвях 

(направления указаны стрелками) петли гистерезиса водоудерживающей способности почвы dune sand. 

Предсказание сканирующих ветвей: a) трех первичных ветвей увлажнения; b) четырех первичных ветвей 

иссушения. 

Представления, на которых основана 

предложенная теория, конечно, требуют 

более тщательной экспериментальной 

проверки. Но уже сейчас можно утверждать, 

что они являются более предпочтительными 

по сравнению с опубликованным ранее 

предположением, что ветвь петли 

гистерезиса водоудерживающей способности 

почвы, которая начинается от последней 

поворотной точки, пересекается с 

предыдущей ветвью в предпоследней 

поворотной точке (Huang et al., 2005). Такое 

предположение абсурдно, поскольку оно 

означает, что в данной точке функция  ψμ  

принимает неограниченный набор значений. 

По мнению авторов, проблема, характерная 

для большинства моделей гистерезиса 

водоудерживающей способности почвы, 

состоит не в том, что указанным моделям 

свойственен дрейф значений θ в пределах 

главных ветвей при осцилляции ψ в 

фиксированном диапазоне (это вполне 

объяснимое явление), а в том, что при 

«некорректных» (физически 

несостоятельных) значениях параметров 

такой дрейф приводит к выходу значений θ 

за пределы главных ветвей. В свою очередь, 

проблема «некорректных» значений 

параметров сводится к проблеме физической 

интерпретации параметров. Если параметры 
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не имеют физического смысла, то их 

невозможно заранее оценить по другим 

физическим показателям. Кроме того, 

если такие параметры оцениваются путем 

точечной аппроксимации по главным 

ветвям, то при экстраполяции результата 

и вычислении сканирующих ветвей могут 

быть получены физически абсурдные 

результаты. Если же параметры модели 

физически интерпретированы, то в таком 

случае, во-первых, они могут быть 

оценены по косвенным данным, а, во-

вторых, использование такой модели с 

параметрами, идентифицированными по 

данным о главных ветвях, позволит 

обоснованно предсказывать 

сканирующие ветви, которые не выходят 

за пределы физически допустимой 

области. 

ВЫВОДЫ 

Высокие значения коэффициента 

линейной корреляции между 

результатами моделирования и 

опытными данными доказывают, что 

математическая модель, предложенная 

авторами данной статьи, отвечает 

физическим представлениям о природе 

гистерезиса водоудерживающей 

способности почвы. Нежелательный 

«искусственный эффект помпы» не 

выявлен. Применение норм поливов, 

вычисленных с помощью данной модели, 

предотвращает стекание избытка 

свободной влаги под действием силы 

тяжести за пределы корнеобитаемого 

слоя почвы, что минимизирует потерю 

(непроизводительный расход) поливной 

воды. Использование предложенной 

модели при разработке агротехнологий, а 

также при обосновании 

гидромелиоративных мероприятий будет 

способствовать оптимизации водно-

воздушного и питательного режимов 

почвы, а также рациональному 

использованию водных ресурсов и 

агрохимикатов. 
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