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В статье предложена математическая модель гистерезиса водоудерживающей способности почвы. 

Модель описывает главные и сканирующие кривые иссушения и увлажнения почвы, а также по-

воротные точки. При построении модели использовано физически обоснованное предположение, 

что функция дифференциальной влагоемкости почвы в каждой точке на кривых гистерезиса при-

нимает только по два значения, которые соответствуют сорбционному и десорбционному равно-

весиям почвенной влаги. Такое предположение согласуется с представлением о форме кривых, 

образующих петли гистерезиса водоудерживающей способности почвы и при этом не создающих 

нежелательного эффекта помпы. Параметры модели интерпретированы на основе концепций ка-

пиллярности и логнормального распределения эффективных радиусов почвенных пор. 

Ключевые слова: логнормальное распределение эффективных радиусов почвенных пор, капил-

лярный гистерезис, дифференциальная влагоемкость почвы, водоудерживающая способность поч-

вы, сорбционные и десорбционные изотермы равновесия почвенной влаги, поворотные точки, 

«эффект помпы». 

ВВЕДЕНИЕ 

Использование концепции о распреде-

лении пор по размерам оказалось весьма 

продуктивным при моделировании гидрофи-

зических характеристик почвы как капил-

лярно-пористого тела (D’Hollander, 1979; 

Kosugi and Hopmans, 1998; Kosugi, 1996, 

1999; Терлеев, 2000). В рамках представле-

ний о капиллярных свойствах и логнормаль-

ном распределении эффективных радиусов 

почвенных пор предложено теоретическое 

обоснование функции дифференциальной 

влагоемкости почвы (Терлеев и др., 2013):

          











,ψψ , 0

; ψ<ψ , ψψαln4expψψ4
ψθμ

ae

aeaeaers
22

nn
dd , (1) 

где θ - объемная влажность почвы; s  - объ-

емная влажность полного насыщения почвы 

влагой; r  - минимальный удельный объем 

жидкой воды в почве; ψ  - капиллярное дав-

ление почвенной влаги; α , n  и aeψ  - пара-

метры. 

Функцию водоудерживающей способ-

ности почвы, по определению являющуюся 

первообразной функции дифференциальной 

влагоемкости почвы, принято описывать в 

виде зависимости объемной влажности поч-

вы от капиллярного давления влаги (Заслав-

ский, Терлеев, 1988). Данная зависимость 

называется основной гидрофизической ха-

рактеристикой (ОГХ) почвы (Глобус, 1969). 

Здесь функция  ψ  и ее аппроксимация 

описываются следующими соотношениями: 
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Следует отметить, что для частного 

случая 0ψae   соотношения (1) и (2a) ранее 

были получены Kosugi (1996), а соотноше-

ние (2b) имеет вид аппроксимации ОГХ, 

предложенной в исследованиях Brutsaert 

(1966), Ahuja, Swartzendruber (1972), 

Haverkamp et al. (1977). Кроме того, аппрок-

симация ОГХ (2b) с возведенным в степень 

nm 11  знаменателем применяется в ме-

тоде Муалема-Ван Генухтена для расчета 

отношения функции гидравлической прово-

димости почвы к коэффициенту фильтрации 

почвенной влаги (Mualem, 1976; 

Van Genuchten, 1980). 

Уместно обратить внимание на встре-

чающуюся в литературе интерпретацию па-

раметра α : утверждается, что в формуле (2b) 

при 0ψae   со знаменателем, возведенным в 

степень m , параметр α  есть величина, об-

ратная давлению входа воздуха. Данное 

утверждение является сомнительным. Дей-

ствительно, из указанной формулы следует, 

что sψ 0
lim 


. Вместе с тем, из нее же для 

любого значения α  вытекает соотношение 

  m2lim rsrαψ 1
 


. Очевидно, что 

при больших значениях α  должно выпол-

няться требование: θlimθlimlim
01 ψαψα 








 , од-

нако равенство   srsr 2  
m  (или 

121 m ) выполнятся только для m = 0 (или 

для nm 11  при n = 1). Таким образом, 

подобная интерпретация параметра α  

(например, для формул Ван Генухтена или 

Хаверкампа и др.) не является убедительной. 

В данной статье для параметров α , n  и 

aeψ  предлагается следующая физико-

статистическая интерпретация. Параметр 

βα 0max rr  - это величина, которая опреде-

ляется, во-первых, произведением радиуса 

наибольшей капиллярной поры maxr  и эф-

фективного радиуса поры 0r , при котором 

нормальная случайная величина rln  дости-

гает наиболее вероятного значения (здесь 

   rrrrr  maxmin  (Kosugi, 1994), r  - ра-

диус почвенного капилляра, minr  - радиус 

наименьшей капиллярной поры); во-вторых, 

капиллярными свойствами почвы, которые 

учитываются коэффициентом β  в формуле 

Лапласа rβψ  , (  wρφcos2γ β g , γ  - 

коэффициент поверхностного натяжения 

почвенной влаги на границе с воздухом, φ  - 

краевой угол смачивания водой поверхности 

частиц почвы, g  - ускорение свободного па-

дения, wρ  - плотность воды). Если 

minmax 0 rrr  , то βα 0r . Параметр 

 2πσ4n  - это величина, обратно про-

порциональная стандартному отклонению 

логарифмов эффективных радиусов пор σ . 

Параметр aeψ  имеет смысл давления барбо-

тирования на изотерме иссушения изначаль-

но влагонасыщенной почвы. 

Отмечаемые в литературе связи пара-

метра α  с давлением барботирования (Шеин, 

2005), а также параметра n  с дифференци-

альной влагоемкостью почвы предлагается 

описывать соотношениями  aeψψ1α 0   

и   αμ4 rs0 n , где 0ψ  - капиллярное 

давление влаги, соответствующее эффектив-

ному радиусу пор 0r  (при 0ψψ   объемная 

влажность почвы равна   2rs0  ); 

0μ  - значение функции дифференциальной 

влагоемкости почвы, вычисленное по фор-

муле (1) при 0ψψ  . Функция дифференци-

альной влагоемкости почвы достигает мак-

симума в т.н. точке перегиба кривой ОГХ 

при     2

0 π8expψψψψ aeaein n  ; в 

данной точке объемная влажность почвы 

принимает значение 
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       nπ8exp1ψθθ rsrinin   , ко-

торое, по мнению авторов, соответствует 

максимальной капиллярно-сорбционной вла-

гоемкости почвы (Воронин, 1986, Terleev 

et al., 2010). 

Целью данного исследования является 

развитие теории, предложенной ранее автор-

ским коллективом (Терлеев и др., 2013), и 

построение на ее основе модели гистерезиса 

водоудерживающей способности почвы, в 

том числе для информационного обеспече-

ния систем имитационного моделирования 

продукционного процесса сельскохозяй-

ственных культур (Полуэктов и др., 2006; 

Баденко и др. 2011; Терлеев и др., 2012). 

ГЛАВНАЯ ПЕТЛЯ ГИСТЕРЕЗИСА 

ВОДОУДЕРЖИВАЮЩЕЙ 

СПОСОБНОСТИ ПОЧВЫ 

Предложенный подход к теоретиче-

скому обоснованию ОГХ почвы не ограни-

чен какими-либо условиями и, в общем, 

должен соответствовать и десорбционным, и 

сорбционным изотермическим равновесиям 

влаги в почвенных капиллярах. Можно 

предположить, что форма и положение кри-

вых, описываемых соотношением (2b), кото-

рые соответствуют случаям десорбции и 

сорбции влаги в почве, будут отличаться. 

Ранее были рассмотрены причины данного 

отличия в рамках принятых представлений 

(Терлеев и др., 2013). Параметры соотноше-

ния (2b) для описания иссушения и увлажне-

ния отмечаются индексами « d » и « w » соот-

ветственно. Здесь, согласно используемым 

представлениям, должно выполняться сле-

дующее неравенство: 

  daedd ,1, 00
r  < 

   wweww ,,1 00 r . 

Итак, учитывая особенности начально-

го десорбционного равновесия исходно пол-

ностью влагонасыщенной почвы и заверша-

ющего сорбционного равновесия исходно 

воздушно-сухой почвы и принимая во вни-

мание различия между значениями наиболее 

вероятного радиуса почвенных пор при ка-

пиллярном иссушении почвы и при ее 

увлажнении, модифицируем систему формул 

(2b), заменим знак приближенного равенства 

на знак точного равенства и получим две си-

стемы соотношений, описывающих две вет-

ви зависимости величины влажности почвы 

от капиллярного давления влаги при опо-

рожнении почвенных пор от воды, начиная с 

самых широких капилляров и заканчивая са-

мыми узкими порами, а также при заполне-

нии пор водой, начиная с самых узких ка-

пилляров и заканчивая самыми широкими 

порами. 

Первая система имеет вид: 

     

   





















        . 2πσ4  , ,,1α

                                                  ; ψψ, 

;ψ<ψ , ψψα1

daedd

 aes

 aeaedrsr

00
nr

n

 (3a) 

Вторая система имеет вид: 

     

   





















       . 2πσ4  , ,,1α

                                                  ; ψψ, 

;ψ<ψ , ψψα1

wweww

 wes

 weewwrsr

00 nr

n

 (3b) 

Графически данный феномен изобра-

жается в виде т.н. главной (внешней) петли 

гистерезиса водоудерживающей способности 

почвы. 

Таким образом, получены формулы 

двух ветвей гистерезисной ОГХ почвы, ко-

торые образованы: 1) совокупностью точек, 

описывающих изотермические десорбцион-

ные равновесия воды в диапазоне от влаго-

насыщенного состояния почвы (при отсут-

ствии в ней защемленного воздуха) до воз-

душно-сухого и 2) совокупностью точек, 

описывающих изотермические сорбционные 

равновесия воды в диапазоне от воздушно-

сухого состояния почвой до ее полного 

насыщения влагой с вытеснением пузырьков 

защемленного воздуха. Ветви гистерезисной 

ОГХ почвы соответственно называют глав-

ной кривой (изотермой) иссушения и главной 

кривой (изотермой) увлажнения почвы. 
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ПОВОРОТНЫЕ ТОЧКИ. ПЕРВИЧНЫЕ, 

ВТОРИЧНЫЕ И ПОСЛЕДУЮЩИЕ 

ВЕТВИ ГИСТЕРЕЗИСА 

ВОДОУДЕРЖИВАЮЩЕЙ 

СПОСОБНОСТИ ПОЧВЫ 

Рассмотрим некоторую точку θi, ψi на 

главной кривой увлажнения 

     n
wewrsr ψα1  , характери-

зующую изотермическое равновесие воды в 

почве, поровое пространство которой зани-

мает заданное количество влаги, но при этом 

не достигается полного насыщения, и в поч-

ве остаются наиболее широкие капилляры, 

свободные от воды. Данную точку можно 

рассматривать как принадлежащую к другой 

совокупности точек, которые характеризуют 

изотермические десорбционные равновесия 

воды диапазоне от некоторого исходного 

увлажнения до воздушно-сухого состояния 

почвы и образуют соответствующую ветвь 

иссушения почвы. Такая ветвь ОГХ называ-

ется первичной кривой иссушения почвы. До-

стижение равновесия воды в почве при пер-

вичном иссушении происходит в иных усло-

виях (по сравнению с главным иссушением): 

в данном случае наиболее широкие капилля-

ры свободны от влаги, а часть более узких 

капилляров заполнена водой, количество ко-

торой соответствует рассматриваемой точке 

на главной кривой увлажнения. Для первич-

ного иссушения характерно то, что наиболее 

широкие промежутки между почвенными 

частицами, а также крупные внутриагрегат-

ные и межагрегатные полости не принимают 

участия в десорбции влаги из почвы, по-

скольку в них отсутствует вода в соответ-

ствии с исходным состоянием, характеризу-

емым точкой θi, ψi на кривой главного 

увлажнения. Принимая во внимание данный 

феномен, следует заменить параметр θs но-

вым параметром *
s . С учетом положения i-й 

точки на главной кривой увлажнения пер-

вичная кривая иссушения между указанной 

точкой и воздушно-сухим состоянием почвы 

описывается следующими формулами: 
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     ;  ,   ,   

; ,  ,   

,ψα1

i

n

n

 (4a) 

Следует обратить внимание, что в слу-

чае iweae   кривая увлажнения пере-

ходит в главную кривую иссушения. 

Далее рассмотрим некоторую точку θj, 

ψj на главной кривой иссушения, характери-

зующую изотермическое равновесие воды в 

почве, из которой удалено заданное количе-

ство влаги, но при этом почва не достигает 

гигроскопического состояния, и в ней оста-

ются наиболее узкие капилляры, заполнен-

ные водой. Данную точку можно рассматри-

вать как принадлежащую к другой совокуп-

ности точек, которые характеризуют изотер-

мические сорбционные равновесия воды 

диапазоне от некоторого исходного увлаж-

нения почвы до ее полного насыщения вла-

гой с вытеснением пузырьков защемленного 

воздуха и образуют соответствующую ветвь 

увлажнения почвы. Такая ветвь ОГХ называ-

ется первичной кривой увлажнения почвы. 

Достижение равновесия воды в почве при 

первичном увлажнении происходит в иных 

условиях (по сравнению с главным увлажне-

нием): в данном случае не все почвенные ка-

пилляры свободны от влаги, и наиболее уз-

кие из них заполнены водой, количество ко-

торой соответствует рассматриваемой точке 

на главной кривой иссушения. Для первич-

ного увлажнения характерно то, что наибо-

лее узкие промежутки между почвенными 

частицами, а также мелкие внутриагрегатные 

и межагрегатные полости не принимают 

участия в первичной сорбции влаги почвой, 
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поскольку в них присутствует вода в соот-

ветствии с исходным состоянием, характери-

зуемым точкой θj, ψj на кривой главного ис-

сушения. Принимая во внимание данный 

феномен, следует заменить параметр θr но-

вым параметром *
r . С учетом положения j-й 

точки на главной кривой иссушения первич-

ная кривая увлажнения между данной точ-

кой и состоянием полного насыщения водой 

почвы описывается следующими формула-

ми: 

    

    















































 





                                                       
    , 

ψ , 

 ; ψ ,ψα   

   ;  ,ψ 

                                   , ψψα1

jjaesj

weaejs

 wejaejwejwjsj
*
r

 wejaejrj
*
r

wew
*
rs

*
r

n

n

 (4b) 

При  ψaej   кривая иссушения пе-

реходит в главную кривую увлажнения. 

Первичное увлажнение может сме-

ниться десорбцией, а первичное иссушение – 

сорбцией. В подобных случаях совокупность 

точек, описывающих новые равновесные со-

стояния, будут соответственно называться 

вторичной кривой иссушения и вторичной 

кривой увлажнения. Аналогичные рассужде-

ния приводят к понятиям третичных, чет-

вертичных и т.д. кривых иссушения и увлаж-

нения. Все указанные ветви гистерезиса во-

доудерживающей способности почвы также 

описываются соотношениями (4a) и (4b) со-

ответственно. Совокупность первичных, 

вторичных и т.д. кривых иссушения и 

увлажнения называются сканирующими кри-

выми (или кривыми развертки) гистерезис-

ной ОГХ почвы. Петли, образованные пер-

вичными и начинающимися от них вторич-

ными кривыми, называются первичными 

(внутренними) петлями гистерезиса водо-

удерживающей способности почвы. Можно 

проследить цепочку последовательных пере-

ходов от первичных к вторичным кривым 

гистерезисной ОГХ почвы, затем - от вто-

ричных к третичным, от третичных к четвер-

тичным и т. д. Так последовательно форми-

руются вторичные, третичные и т. д. 

(внутренние) петли гистерезиса водоудер-

живающей способности почвы. Природное 

многообразие петель гистерезисной ОГХ 

почвы реализуется множеством т.н. пово-

ротных точек, где последовательно проис-

ходят разнообразные переходы от n-го 

увлажнения к (n+1)-му иссушению и наобо-

рот. При прохождении двух поворотных то-

чек каждый раз образуется очередная внут-

ренняя n-я гистерезисная петля ОГХ и по-

следовательно формируется бесконечное 

множество петель гистерезиса водоудержи-

вающей способности почвы. Следует отме-

тить, что замкнутой является только главная 

(внешняя) петля гистерезиса. Внутренние 

гистерезисные петли являются незамкнуты-

ми: они подобны виткам бесконечной спира-

ли, ограниченной главными кривыми увлаж-

нения и иссушения. 

В общем случае система формул (4b) 

описывает ветвь увлажнения, начиная с j-й 

поворотной точки θj, ψj на предыдущей кри-

вой иссушения, а соотношения (4a) описы-

вают ветвь иссушения, начиная с i-й пово-

ротной точки θi, ψi на предыдущей кривой 

увлажнения. В данных формулах координа-

ты поворотных точек, с которых начинается 

очередная ветвь ОГХ, определяются значе-

ниями влажности почвы и капиллярного 

давления влаги на момент перехода от 

предыдущей ветви к последующей ветви 

ОГХ. С учетом данных значений и направ-

ления перехода («сорбция → десорбция» или 

наоборот) вычисляются соответствующие 

параметры ОГХ *
r  и *

s  (Scott et al., 1983). 

Для i = j± 1 формулы (4a) и (4b) описывают 

соседние ветви ОГХ. Указанные ветви обра-

зуют i-ю петлю при j = i+ 1, либо j-ю гисте-

резисную петлю ОГХ при i = j + 1. 
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На рис. 1 (для θr=0,1 см
3
·см

-3
, 

θs=0,6 см
3
·см

–3
) представлены следующие 

ветви гистерезисной ОГХ почвы: 

 участок главной кривой иссушения 

(a→b→c), который начинается от 

состояния полного насыщения почвы 

водой и заканчивается первой 

поворотной точкой; 

 участок первичной кривой увлажнения 

(c→d) между первой и второй 

поворотными точками; 

 участок вторичной кривой иссушения 

(d→e→f) между второй и третьей 

поворотными точками; 

 участок третичной кривой увлажнения 

(f→g) между третьей и четвертой 

поворотными точками и т.д. 

 участки последующих кривых 

иссушения и увлажнения (g→h), (h→i), 

(i→j→k), (k→l), (l→m→ «воздушно-

сухое состояние»); 

 главная кривая увлажнения 

(«воздушно-сухое состояние» →a), 

изображенная пунктиром. 
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Рис. 1. Петли гистерезисной ОГХ почвы, образованные кривыми иссушения и увлажнения при произвольном 

варьировании капиллярного давления влаги (сплошные кривые); a – начальная точка на главной кривой иссу-

шения; b, m, e, j – точки на кривых иссушения, соответствующие давлению барботирования; c, d, f, g, h, i, k, l - 

поворотные точки; пунктир – главная кривая увлажнения почвы. 
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Вычислительный эксперимент с по-

строенной моделью гистерезисной ОГХ поч-

вы, предпринятый для возможного выявле-

ния негативного эффекта помпы, т.е. 

«дрейфа» значений влажности почвы при 

осцилляциях капиллярного давления влаги в 

фиксированном диапазоне, показал, что при 

каждой новой осцилляции ветви очередной 

(i + 1)-й внутренней петли гистерезиса ока-

зываются более близкими к соответствую-

щим ветвям предыдущей i-й петли, а абсо-

лютные значения разности влажностей поч-

вы в соответствующих поворотных точках 

постепенно уменьшаются 

( 1-id,id,id,1id, θθθθ  , 

1-iw,iw,iw,1iw, θθθθ  ).  

Результат исследования модели гисте-

резисной ОГХ почвы, описываемой форму-

лами (4a) и (4b) с параметрами n = 2,5, 

ψae = –100 см вод. ст., ψwe = 100 см вод. ст., 

αd = 0,0033 см вод. ст.
-1

 (ψ0,d = –400 см вод. 

ст.), αw = 0,004 см вод. ст.
-1

, (ψ0,w =–150 см 

вод.ст.), при осцилляциях капиллярного дав-

ления влаги от ψ = -150 см вод. ст. до 

ψ  = -350 см вод. ст. представлен на рис. 2. 

 

Рис. 2. Достижение устойчивой формы петли гистерезисной ОГХ почвы при осцилляциях капиллярного давле-

ния влаги в заданном диапазоне 
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На рис. 2 видно, что с каждой новой 

осцилляцией капиллярного давления влаги 

очередная внутренняя петля постепенно 

приближается к предыдущей. Отсюда можно 

прийти к заключению, что вычислительный 

процесс последовательного формирования 

петель гистерезисной ОГХ почвы, описыва-

емых представленной здесь моделью водо-

удерживающей способности почвы, при ос-

цилляции капиллярного давления влаги в 

фиксированном диапазоне является сходя-

щимся:

          

          












 






 














,  ψ,ψψ1θψθlim   ψθlim

     ,  ψ,ψψ1θ  ψθlimψθlim

wewwe
*

r,s
*

r,2iw,iw,

aedaer
*

s,r1id,1-id,

0
i

Δ
i

0ii

n

n

 

где 

      33232131 δλ-1δλλδλλ sr
*

s,  ,  

*
s,sr

*
r, 321 δδδ    , 

21 χλ  ,  

   322 χ1χ1λ  ,  

323 χλλ  ,     14411 χ1χχ1χδ  , 

42 χ1δ  , 113 χδδ  , 

     n ψ,ψψχ aedae 01   ,  

     n ψ,ψψχ aedae 02   , 

     n ψ,ψψχ wewwe 03   ,  

    wewwe ψ,ψψχ 04   . 

Другими словами, в процессе осцил-

ляций капиллярного давления влаги внут-

ренние незамкнутые гистерезисные петли 

водоудерживающей способности почвы в 

пределе трансформируются в определенную 

замкнутую петлю, а эффект помпы при этом 

не проявляется. Для случая, изображенного 

на рис. 2, такая замкнутая петля располагает-

ся между поворотными точками 

( ψ = -150 см вод. ст., θ  = 0,411) и 

( ψ = -350 см вод. ст., θ  = 0,292). Если для 

других диапазонов аналогично (от главных 

ветвей гистерезисной ОГХ почвы) организо-

ванных осцилляций капиллярного давления 

влаги вычислить соответствующие значения 

влажности почвы, то геометрическое множе-

ство поворотных точек для совокупности та-

ким образом построенных замкнутых петель 

ОГХ образует главную ось гистерезиса во-

доудерживающей способности почвы. 

Вместе с тем необходимо отметить, что 

любая кривая водоудерживающей способно-

сти почвы, начинающаяся от произвольной 

поворотной точки kp  и заканчивающаяся 

ближайшей точкой пересечения данной кри-

вой с предыдущей кривой ОГХ 1kp , образу-

ет замкнутую петлю гистерезисной ОГХ 

почвы, и осцилляции капиллярного давления 

влаги в соответствующем данным точкам 

диапазоне будут приводить к повторению 

указанной петли (см. рис. 3). Для случая, 

изображенного на рис. 3, такая замкнутая 

петля располагается между поворотными 

точками ( ψ  = -150 см вод. ст., θ  = 0,437) и 

( ψ  = -300 см вод. ст., θ  = 0,351). 
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Рис. 3. Замкнутые петли гистерезисной ОГХ почвы, сформированные осцилляциями капиллярного давления 

влаги между поворотными точками 12 ip  и 1)2( ip  ( ...4,3,2i ) 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Представления, положенные в основу 

предложенной теории, безусловно, требуют 

экспериментального подтверждения. Но уже 

сейчас можно отметить, что они являются 

более обоснованными по сравнению с име-

ющимся в литературе предположением, что 

кривая ОГХ, начинающаяся от последней 

поворотной точки, пересекается с предыду-

щей кривой ОГХ в предпоследней поворот-

ной точке. Модель гистерезиса водоудержи-

вающей способности почвы, построенная на 

таком предположении, разумеется, не имеет 

нежелательного эффекта помпы. Однако 

подобная модель не может быть физически 

адекватной. Действительно, предположение 

о замкнутости всех внутренних гистерезис-

ных петель ОГХ означает возможность пере-

сечения в одной точке любого произвольно-

го количества кривых ОГХ почвы, соответ-

ствующих одному и тому же типу (сорбци-

онного или десорбционного) равновесия 

почвенной влаги. В свою очередь, отсюда 

следует, что в указанной точке функция 

дифференциальной влагоемкости почвы 

принимает неограниченное множество зна-

чений, что противоречит физическому смыс-

лу данной функции. Более естественными и, 

следовательно, более предпочтительными 

являются представления, согласно которым в 

каждой точке кривой ОГХ почвы имеются 

только два значения функции дифференци-

альной влагоемкости почвы, соответствую-

щих двум разным (сорбционному и десорб-

ционному) равновесиям почвенной влаги. 

Такие представления согласуются с выдви-

нутыми в исследовании идеями относитель-

но формы кривых ОГХ, образующих петли 

гистерезиса водоудерживающей способности 

почвы и при этом не создающих эффекта 

помпы. 
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